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Uberblick

| Methoden || Zeitreihenanalyse | ARIMA Modelle |
’ Daten H Vier Jahre monatlicher Daten \ Zwei Zeitreihen ‘




Vorwort

Unsere Fallstudie beschreibt eine Form der Qualitdtskontrolle.

Bei dieser Fallstudie hat eine Firma einen Index fiir die Qualitat ihrer
Produkte entwickelt, den 1Q-Wert. Die genaue Entstehung dieses Wertes
ist uns unbekannt, wir besitzen lediglich die entstandenen Daten und
wissen, dass der |Q-Wert zwischen 0 und 100 liegt, wobei 100 den héchst
moglichen Wert reprasentiert.

Die Firma hat diesen 1Q-Wert fiir die Dauer von vier Jahren bestimmt
und diese liegen uns als Datenmaterial vor.



Daten Teil 1

’ Monat \ Stiickzahl \ 1Q Wert H Monat \ Stiickzahl \ IQ Wert ‘

jan94 2339 86.63 jan96 2971 89.25
feb9o4 2275 84.60 feb96 3083 90.54
mar94 2881 87.04 mar96 3504 89.89
apr94 2780 87.19 apr96 3580 90.28
may94 3227 87.91 may96 3855 89.46
jun94 3201 87.99 jun96 3894 89.42
julo4 2944 88.09 julo6 3772 89.28
aug94 3163 88.25 aug96 3705 89.17
sep94 2770 87.62 sep96 3364 90.42
oct94 2827 87.43 oct96 3341 90.46
nov94 2392 86.74 nov96 2680 88.63
dec94 1973 84.86 dec96 2418 89.74




Daten Teil 2

’ Monat \ Stiickzahl \ 1Q Wert H Monat \ Stiickzahl \ IQ Wert ‘

jan95 3006 87.44 jan97 2963 90.48
feb95 2924 87.77 feb97 2890 89.76
mar95 3592 88.09 mar97 3455 90.20
apros 3460 88.53 apr97 3747 90.68
may95 3807 88.11 may97 3685 90.19
jun95 3753 88.59 jun97 3672 89.78
julos 3648 88.67 julo7 3865 89.72
aug95 3698 88.87 aug97 3729 90.78
sep95 3166 89.92 sep97 3205 90.32
oct95 3159 88.93 oct97 3158 90.64
nov9s 2545 87.17 nov97 2552 90.97
dec95 2208 89.07 dec97 2135 90.23




Erster Uberblick

Es handelt sich um vier Jahre monatlicher Daten
Insgesamt liegen uns 48 Beobachtungen vor
Der Datensatz enthilt keine fehlenden Werte

vV v v v

Fiir jeden Messpunkt ist jeweils der Monat mitsamt Jahr, die
gefertigte Stiickzahl des Produktes und der durch die Firma
bestimmte IQ-Wert vorhanden

» Der 1Q-Wert wurde immer mit der gleichen Methode und gleicher
Skala bestimmt
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Die Daten erfiillen die Eigenschaften einer Zeitreihe:

1. Es handelt sich um Beobachtungen einer Zufallsvariablen an
aufeinander folgenden Zeitpunkten.

2. Die Zeitpunkte haben den gleichen Abstand.
3. Die Werte wurden durch die gleiche Methode bestimmt.

Wir kénnen also die Methoden der Zeitreihenanalyse verwenden, um
unsere Daten zu analysieren.



Zielsetzung

Ziel dieser Analyse ist es ein gutes Zeitreihenmodell zur Modelierung der
IQ-Werte zu finden und weitere Werte vorherzusagen.



Methoden

Sei y; der Zeitreihenwerte zum Zeitpunkt t. In unserem Fall ist das
Zeitintervall jeweils ein Monat und wir méchten den IQ-Wert = y;
vorhersagen.

In einem Regressionsmodell kénnten wir X als Zeitindex und Y als die
Antwortvariable betrachten. Wir kénnten dann ein geeignetes
Regressionsmodell wihlen um $;,1 zu erhalten.

Hierfiir wiirden wir aber bendtigen, dass die Fehler des Modells
unabhéangig sind. Diese Annahme ist aber nicht sinnvoll fiir einen Prozess,
der sich iiber die Zeit entwickelt. Deshalb verwenden wir ARIMA-Modelle.



ARIMA Modelle

Die ARIMA Modelle wurden durch Box und Jenkins (1970) popular. lhre
Herangehensweise wird auch als Box—Jenkins Methode beschrieben und
schlieRt die folgenden drei Schritte ein:
Identification Die Reihe y; wird durch Differenzbildung stationar
gemacht.
Estimation Ein ARMA(p, q) Modell wird an die so entstandene Reihe
angepasst.

Forecasting Das ARIMA Modell wird angewendet um zukiinftige
Werte y; vorherzusagen.



Identification

Zuerst mussen wir die Saisonalitat und den Trend aus der Reihe
entfernen, um diese stationar zu machen.

In der Praxis geschieht dies durch Differenzbildung.

Ayi=yir—Yie1 Dsyr =Yt — Yi—s

Dieses Verfahren wenden wir solange an, bis die entstandene Serie w;
stationar ist, d.h. dass der Erwartungswert und die Varianz der w;
ungefahr konstant ist.



Zuerst sollte eine einfache Differenz auf die Daten angewendet werden,
aulerdem sollte man nicht mehr als zwei einfache Differenzen

(A%y, = Ay, — Ay;_1) anwenden, da sonst das ARMA(p, q) Modell
instabil wird.

Falls notwendig kann man auch eine saisonale Differenz anwenden. So

kénnte man mit s = 12 eine jahrliche Saisonalitdt aus monatlichen Daten
entfernen.

Ap yi =Y — Ye—12



Estimation

Die w; werden dann durch ein ARMA(p, q) Modell der Form

p q
we + E QjWi_j = € + E Bi€t—j,
Jj=1 Jj=1

modelliert, wobei die €; unbekannte zufillige Komponenten sind, die als
unabhingig und identisch verteilt angenommen werden.



Zuerst miissen die Ordnungen p, g des ARMA Modells festgelegt werden.
Diese kdnnen durch Untersuchung der Korellogramme fiir die
Autocorrelation (ACF) und der partiellen Autocorrelation (PACF)
bestimmt werden, wie wir gleich sehen werden.

Durch die zwei Informationskriterien AIC und BIC, die wir spater noch
genauer vorstellen werden, kann dabei das beste Modell gew3hlt werden.

Nachdem man die Ordnungen p, q festgelegt hat, kann man die
Parameter des ARMA-Modells schitzen.



ACF

Das Autocorrelationskorrelogramm (ACF) ist eine graphische Darstellung
von px = Corr(yi—k, yt) gegen k.

Fiir einen AR(p) Prozess nimmt die Korrelation zwischen y; und y;_x
exponentiell mit wachsendem Zeitabstand k ab.

Im Gegensatz dazu ist px = O fiir alle k > g ein reiner MA(q) Prozess.



ACF eines AR(1) Prozesses
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PACF

Die partielle Autocorrelation zwischen y; und y;_ ist die Korrelation
nachdem die Effekte von y: 1, Vi 2,...,¥t—k+1 durch eine Regression
entfernt wurden. Dabei sind ¢, die Regressionskoeffizienten.

Fiir einen AR(p) Prozess ist ¢, = 0 fiir k > p, d.h. es gibt keine
Verbindung” mehr zwischen y; und y;_x fiir k > p.

Ein MA(q) Prozess kann dabei représentiert werden durch einen AR(c0)
Prozess; die ¢, nehmen dann exponentiell ab.

PACF ist ein Plot von ¢ gegen k.



PACF eines AR(1) Prozesses
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AIC/BIC

Durch ACF und PACF Korrelogramme kann die Ordnung reiner AR oder
MA Prozesse sehr gut bestimmt werden.

Durch Kombination kénnen die Ordnungen eines ARMA Modells
angegeben werden. Bei dieser Entscheidung helfen die
Informationskriterien AIC und BIC.



Diese sind definiert als

AIC(K) = log & + % BIC(k) = log 62 + & 'Zgﬂ

wobei o2 die Varianz der Residuen bezeichnet.

Das beste Modell besitzt dabei die minimalen Werte fiir AIC und BIC.



Forecasting

Zur Vorhersage weiterer Werte muss das ,integrierte” Modell aus dem
ARMA Modell und den im Identificationsschritt angewendeten
Differenzen rekonstruiert werden, um ein lineares Modell der
urspriinglichen Zeitreihe y; zu erhalten.

Ein ARIMA(1,1,1) Modell, das auf einem ARMA(1, 1) Modell zusammen
mit einfachen Differenzen beruht, hat beispielsweise die Form:

Ve — Vo1 +a(Vi—1 — ye—2) = €t + Pr€:-1



Saisonale ARIMA Modelle

ARIMA Modelle kdnnen auch saisonale Effekte beriicksichtigen.

Zuerst passt man an die Daten ein ARMA(p, g)-Modell an und wendet
auf dieses geschitzte Modell erneut ein saisonales ARMA(P, Q)-Modell
mit saisonalem Lag s an.

Die saisonalen ARIMA Modelle werden oft als (P, D, Q)s x (p, d, q)
geschrieben. Dabei ist

D = Ordnung der saisonalen Differenzen
P,Q = Ordnungen des saisonalen ARMA-Modells
s = Saisonale Lag



Beispiel

Ein saisonales ARIMA Modell (1,0,0)12 x (1,1,0) hat die Form:

Wy — & We—1 — ﬂ (Wt—12 -« Wt—13) = €t

wobei

Wt =Yt — Yt-1

eine einfache Differenz ist.



ARIMA Modelle kénnen oft das geeignete Mittel zur Untersuchung einer
Zeitreihe sein.

Sie benétigen jedoch, dass die Originalreihe (y;) auf eine stationire Reihe
(wy) zuriickgefiihrt werden kann, in der Mittelwert und Varianz konstant
sind.

Mittelwertsstationaritat kann im Allgemeinen durch Differenzbildung
erreicht werden. Fiir eine konstante Varianz wird manchmal eine
nichtlineare Transformation benétigt.
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Wiederholung

Bei dieser Fallstudie hat eine Firma einen Index fiir die Qualitat ihrer
Produkte entwickelt, den |Q-Wert.

Die Firma hat diesen 1Q-Wert fiir die Dauer von vier Jahren bestimmt
und diese liegen uns als Datenmaterial vor.

Ziel dieser Analyse ist es ein gutes Zeitreihenmodell zur Modelierung der
IQ-Werte zu finden und weitere Werte vorherzusagen.



Wiederholung

» Wir besitzen vier Jahre monatlicher Daten ohne fehlende Werte.
» Die Daten erfiillen die Eigenschaften einer Zeitreihe.

» Wir kdnnen die Methoden der Zeitreihenanalyse verwenden, um
unsere Daten zu analysieren.



Analyse der Daten
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Die Daten zeigen eine jahrliche Saisonalitdt und einen Trend nach oben,
der in unserem Fallbeispiel sicher gewiinscht ist.



Trendmodell

Beim klassischen Komponentenmodell der Zeitreihenanalyse zieht man
vier Komponenten in Betracht:

Den Trend T, die (mittelfristige) Konjunktur K;, die (regelmaRige)
Saison S; und die zufillige Streuung ¢;.

Da wir nur vier Jahre Datenmaterial zur Verfiigung haben, verzichten wir
auf eine Konjunktur.

Fiir ein additives Modell lautet dann die Zusammensetzung;:

Xt: Tt+5t+6t



Im Falle eines additiven Modells wird die saisonale Schwankung einfach
aufaddiert, d.h. die Amplitude der Schwankung bleibt konstant.

Dies ist bei unseren Daten nicht der Fall, weshalb wir zu einem
multiplikativen Modell iibergehen, bei dem sich die Amplitude mit dem
Trend verdndert.

Xt = Tt . St s €t
Dieses Modell |3sst sich durch eine Logarithmustransformation
X¢ — In X; in ein additives Modell transformieren.
|nXt =In Tt+|n5t+|n€t

Mit diesem Modell werden wir im folgenden Arbeiten, d.h. wir werden ein
additives Modell an die logarithmierten Ausgangsdaten anpassen.



Wir fiihren nun die zuvor genannten Schritte an unseren
(logarithmierten) Daten durch. Diese waren im einzelnen:

Identification Die Reihe y; wird durch Differenzbildung stationar
gemacht.
Estimation Ein ARMA(p, q) Modell wird an die so entstandene Reihe
angepasst.

Forecasting Das ARIMA Modell wird angewendet um zukiinftige
Werte y; vorherzusagen.



Identification

Zuerst miissen wir aus der Reihe y; eine stationdre Reihe machen. In
unserem Beispiel bieten sich die folgenden Differenzbildungen an:

>y

> y(1) =yt — yr1

> y(12) == y: — yi-12

» ¥(1,12) := (ye — yt-1) — (Vt-12 — Ye-13)

Wir plotten im folgenden die dazugehdrigen Diagramme.
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SAS bietet uns aullerdem die Moglichkeit eines Stationaritatstest
(augmented Dickey-Fuller).

Zusammen mit diesen Informationen entscheiden wir uns fiir:

y(1) =y — ¥yt

Die immer noch enthaltene saisonale Komponente werden wir durch ein
geeignetes saisonales ARIMA-Modell herausmodellieren.



Estimation

Als nichstes miissen wir die Ordnungen p und g des ARMA(p, q)
Modells bestimmen.

Dazu verfahren wir wie zuvor erlautert und betrachten die ACF und
PACF—Korrelogramme.



ACF-Korrelogramm
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PACF—Korrelogramm
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Wir konnen durch diese Korrelogramme unsere Auswahl auf p = 1 fiir ein
AR(1)-Modell, g = 1 fiir ein MA(1)-Modell und p =1, q =1 fiir ein
ARMA(1,1)-Modell einschranken.

Durch die Werte der Informationskriterien AIC und BIC entscheiden wir
uns fiir das AR(1)-Modell, das auch als ARMA(1,0)-Modell bezeichnet
werden kann.

Da das PACF-Korrelogramm bei Lag 9 einen erhéhten Wert zeigt,
entscheiden wir uns fiir ein saisonales ARIMA-Modell mit Lag 9, i.Z.
(17 07 0)9 X (17 17 O)

Anmerkung: SAS bezeichnet das BIC Informationskriterium abweichend
als SBC Informationskriterium.



Schatzung der Parameter

The ARIMA Procedure

Unconditicnal Least Sguares Estimation

Approx
Parameter Schétzwert Standardfehler t-Wert Pr > |t Lag
ARL,1 -0.29247 0.143838 -2.03 0.0480 1
ARZ,1 -0.30828 0.146393 -2.08 0.0429% 9

Variance Estimate 0.000108
Etd Error Estimate 0.010428
AIC -292.649
SBC -288.5949
Number of Residuals 47

Correlations of Parameter

Estimates
Parameter ARL, 1 ARZ2,1
ARIL, 1 1.000 -0.015

AR2,1 -0.015 1.000
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Autocorrelation Check of Residuals (Portmanteau-test)

To Chi- Pr »
Lag Sguare DF Chisg
3 4.01 4 0.4047
12 g8.43 10 0.5873
18 11.66 16 0.7673
24 13.686 22 0.6041



Forecasting

Wir wollen durch das so gewonnene Modell die Entwicklung unser Daten
fiir das kommende Jahr vorhersagen.

SAS-Code fiir die Auswertung

PROC ARIMA

identify var=ylog(l) nlag=15;

estimate p=(1)(9) nonconstant method=cls;

forecast out=estimation lead=12 id=date interval=month;
END;



Vorhersage
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