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Fiir grofes n ist die exakte Berechnung der Wahrscheinlichkeit

n

bu(h) = ()1 = )
miihsam.
Noch aufwendiger ist die Berechnung von Summen solcher Wahrscheinlichkeiten.

Deshalb verwendet man Approximationen der Binomialverteilung.



1 Approximation von n! und b, ,(k)

Ziel: Approximationen fiir die in (}) = n!/(k! — (n — k)!) mehrfach auftretenden Faku-
lateten.

Definition Zwei Folgen (ay) und (b,) heiffen asymptotisch gleich (oder asympto-
tisch dquivalent) fiir n — oo wenn

am =1

1st. War schreiben dann:
an ~ by,.

Satz (Stirlingsche Formel) Ist
N = V2mn(n/e)” = V2r e n" /2

so gilt
n! ~ ny,. eta

Beweis: Siehe Courant (1955), S. 317 - 319

Der Ausdruck fiir n, besteht im Gegensatz zu n! nicht aus n verschiedenen Faktoren und
ist daher leichter zu berechnen, wenn n grof ist. In der Approximation 7, /(nx 9,—x) von
(Z) ergibt sich zudem noch die Vereinfachung, dass e~™ im Zahler gegen e % . e~ ("=%) jm
Nenner gekiirzt werden kann.

Beispiel: Die Wahrscheinlichkeit bei 2n Wiirfen einer Miinze genau n-mal Kopf zu erhal-
ten ist (2:)2_2”. Als Approximation ergibt sich

Uﬁ Con (2n)2n+1/2 B 1

n2 /27 (n+1/2)292n Nz

Bemerkung: n, - exp(1/(12n)) ist eine noch bessere Abschitzung von n!.

n| n!| n | 1 - exp(1/(12n))
21 2 1919 2.0007
5| 120 | 118,019 120,0026

Der relative Fehler (n! — n,,)/n! strebt sehr schnell gegen 0.



Bekanntermafien ist die Dichte der Standard-Normalverteilung

exp(—z2/2).

1
p(z) = N

Satz (Lokaler Grenzwertsatz fiir die Binomialverteilung) Ist 0 < p < 1 und (k,) eine
Folge mit x(n,kp)3/\/n — 0, so gilt

bup(hn) ~ ——p(ar(n, k), @

n

wobei o, = \/npq die Standardabweichung der Binomialverteilung und x(n, k) = M,

On
15t.

Beweis: Sei 0 < p <1 und ¢ =1 — p. Es liegt nahe, dass vor allem solche Werte k von
Interesse sind, fiir die k/n ungefir p ist. Wir betrachten daher Folgen (k) mit k,/n — p,
schreiben aber zur Abkiirzung k statt k,. Zusammen mit der Stirlingschen Formel gilt
also

n _
bn,p(k) = (k:) pk q" k

n _
~ n pk qn k
Nk "n—k

1 n (@)k np \" "
Vor\ k(n—k) \ k n—k '
Aus k ~ np und n — k ~ nq ergibt sich

_n Lt _1
k(n — k) npq  on

Es geniigt also nun, das Grenzverhalten von

e = () (32%)

zu untersuchen. Sei t = k/n. t ist Abkiirzung fir ¢, = k,/n. Es gilt t — p.
Logarithmieren liefert:

t 1—-1¢
—log x(n, k) =n <t log— + (1 —t) log ) .
p q

Die Funktion ¢(¢) = (...) in der Klammer hat an der Stelle t = p den Wert g(p) = 0

und - .
g (t) = —log <_> + log ()
q p



die Ableitung ¢'(p) =0, ¢"(p) = 1/p+ 1/q = 1/(pq). Nach der Taylorformel ist daher

o(t) = 2;q<t o 4lt—p),  psi

wobei in einer Umgebung von ¢t = p die Abschiitzung |4(t — p)| < ¢ [t — p|> mit einer
geeigneten Konstanten ¢ > 0 gilt.

Fordern wir nicht nur ¢ — p, sondern sogar n(t — p)3 — 0, so folgt n 1 (t — p) — 0 und
also

t— )2
—log x(n, k) — n(2pqp) — 0.
Setzt man "
z(n, k) = — np’
On
So ist
x(n, k)Q o (k — np)2 o (Tbt - ’pr)Z _ (t 7p)2 'n

2 022 2npq 2pq
n(t —p)?/(2pq) = x(n, k)?/2. Wir erhalten dann also
n(f _p)2 J?(TL, k)2

log x(n, k) — — — -
OgX(n7)_> qu 2

x(n, k) — exp(—x(n,k)?/2).

Die Bedingung n(t — p)3 — 0 ist dquivalent zu der Bedingung

z(n, k)3
Vn

— 0. (3)

Insgesammt folgt also aus (3):

bu) ~ ———esp (20 0

~ ex
\V2mo, P 2
]
Bemerkung: Sind (o) und (5,) zwei Folgen mit
3 3

NT Vi

so gilt die Konvergenz sogar gleichméfig fiir alle Folgen (k) mit ay, < k,, < G,.

Tabelle 1 soll einen Eindruck von der Qualitét der Approximation von by ,(k) durch
o(x(n, ky))/on vermitteln. Die Approximation ist gut, wenn o, nicht zu klein ist und
|k — np|/oy, nicht zu grok. Bei p = 0,2 oder p = 0,8 braucht man also grofere n als bei
p = 0,5. Auferdem ist fiir Werte von k in der Nihe von np (die am wahrscheinlichsten
sind) die Approximation am besten.



n=2_8 p=0,2 n=8 p=20, n=25p=02
k | Approx. | Exakt | Approx. | Exakt | Approx. | Exakt
0 0,130 0,168 0,005 0,004 0,009 0,004
1 0,306 0,336 0,030 0,031 0,027 0,024
2 0,331 0,294 0,104 0,109 0,065 0,071
3 0,164 0,147 0,220 0,219 0,121 0,136
4 0,037 0,046 0,282 0,273 0,176 0,187
5 0,004 0,009 0,220 0,219 0,199 0,196
6 0,000 0,001 0,104 0,109 0,176 0,163
7 0,000 0,000 0,030 0,031 0,121 0,111
8 0,000 0,000 0,005 0,004 0,065 0,062
9 0,027 0,029
10 0,009 0,012
11 0,002 0,004

Tabelle 1: Vergleich der Binomialverteilung mit ihrer Approximation

Stellt man die by, - Verteilung anschaulich dar, indem {iber jedem Intervall [k—1/2, k+1/2]
auf der x-Achse ein Rechteck mit dem Flécheninhalt b, ,(k) gezeichnet wird, so werden
fiir wachsendes n diese Schaubilder (Histogramme) immer flacher und die Schwerpunkte
np wandern nach co ab.

Man dndert daher zweckméfig die Skalen und betrachtet x(n, k) statt k. Man zeich-
net also iiber den Intervallen [z(n,k — 1/2),z(n, k 4+ 1/2)] Rechtecke vom Flécheninhalt

bnp(k). Da deren Breite 1/0y, ist, muss die Hohe 0,b, (k) sein. Fiir grofies n ist nach
dem Lokalen Grenzwertsatz fiir die Binomialverteilung:

O'nbn,p(k) ~ cp(x(n, k))

1A

0,2

0,1 -

Abbildung 1: Binomialverteilung mit transformierter Skala fiir p = 0,4 n = 10 und die
Approximation durch ¢(x)

Die Histogramme fiir die z(n, k) werden fiir n — oo der gaultschen Glockenkurve
() immer dhnlicher.



2 Der Satz von de Moivre-Laplace

Ziel: Approximation von Summen von Wahrscheinlichkeiten by, ,(k) fiir grofes n.

Wir benétigen dazu die durch

/b o(t) dt = ®(b) — ®(a) Phi

104 2@
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Abbildung 2: Verteilungsfunktion der Standard-Normalverteilung

Definition Sei S, eine b, ,-verteilte Zufallsvariable, dann heifit

g _ Sp—np _ Sp— ES,
" On Var(S,)

die standardisierte oder normzierte Form von S,,.

Bemerkung: S} hat Erwartungswert 0 und Varianz 1. Nimmt S,, den Wert k£ an, so hat
Sy den Wert z(n, k).

Satz (Satz von de Moivre-Laplace) Sei 0 < p < 1, und Sy, by p-verteilt. Dann gilt fir
alle a <b
lim P(a < S <b)=®(0)— P(a)

n—oo

Beweis: Offenbar ist a < S); < b dquivalent zu ao,, + np < S,, < bo,, + np. Sei o, die
kleinste ganze Zahl > ao,, + np und 3, die grokte ganze Zahl < bo,, + np. Dann ist



Qp — NP — 0npa

da kleinste ganze Zahl |
|z(n, ap) —al = <

On On

Wegen |z(n,a,) —al < i und |z(n,B,) —a| < é sind die Folgen (z(n,ay)) und

(z(n, Bn)) beschrénkt, so dass (5) gilt. Aus dem lokalen Grenzwertsatz der Binomial-
verteilung folgt daher die Existenz einer Folge €, — 0 mit

b p(K)
p(x(n, k))/on

1l—e, < <l+e,

fir oy, < k < 3,,. Setzt man

Bn
1
Ry= > —op(z(nk))
k=an
so gilt also
ﬁn,
(1= €n)Rn < Y (1—677,) (n, k)) Z by p(k) < Play, < Sp < Bn)

k=any n k=ap

Die z(n, k) sind die Mittelpunkte von Intervallen der Lénge 1/0,, in die das Intervall
[z(n, an — 1/2), 2(n, B, + 1/2)] unterteilt ist. Also ist R,, eine Riemann-Summe, die das
Integral

/( , PN = Bl 5+ 1/2) — ®(a(n a0 ~1/2) (7)
z(n,an—1/2

approximiert. Fiir n — oo gilt z(n, a,, — 1/2) — a,z(n, B +1/2) — b und also R, —
®(b) — P(a). Aus (6) folgt daher die Behauptung. O

Bemerkung: Der Ausdruck in (7) strebt zwar gegen ®(b) — ®(a), aber selbst fiir grofe n
ist er noch eine bessere Approximation fiir P(ay, < S, < ) als ®(b) — ®(a).

Praktisch werden die obigen Ergebnisse z.B. folgendermafen angewandt: Will man fiir
bestimmte o < 3 und nicht zu kleines n die Wahrscheinlichkeit P(« < S, < (3) abschét-
zen, so rechnet man um:

P(agsngﬁ):P<a_npSS;ZSﬂ_np>,

On On

und gibt ®((8—np)/on) —P((aw—np)/oy,) als approximativen Wert der gesuchten Wahr-
scheinlichkeit an.

Geméf der Bemerkung liefert

¢<5—MH4Q>_¢<Q—W—1H>

On On

eine noch bessere Approximation.



3 Die Poisson-Approximation

Ziel: Approximation der Binomialverteilung fiir kleine Erfolgswahrscheinlichkeiten.

Satz Sind X und Y unabhdnige Zufallsvariablen mit ganzzahligen Werten, so ist

P(X+Y =k)=) P(X=i)PY =k—1).

Eine derartige Verteilung nennt man auch Faltung der Verteilung von X mit der von Y,
wenn X und Y unabhingig sind.

Beweis: Es ist

P(X+Y=k) = Y P(X=i,X+Y =k)

O

Definition Eine Zufallsvariable X heift Poisson-verteilt mit Parameter A > 0 (kurz:
P(\)-verteilt), wenn
)\k:
P(X =Fk) :e*Aﬁ (k=0,1,...)

gilt.

Lemma Sind Xy, Xy unabhangig und ist X; P()\;)-verteilt, so ist die Zufallsvariable
X1+ Xo P(A\ + \2) verteilt.

Beweis: In ), P(X; = i)P(X2 = k — i) sind nur die Terme mit ¢ > 0 von Null verschie-
den, da X7 und X5 nur nichtnegative Werte annehmen. Also ist

k
P(X1+Xo=k) = Y P(X1=i)P(Xp=k—1)
i=0
k i —1
= Z e_)‘lﬁ . e_)‘Q )\é; . ki
pars il (k—1i)! k!
1 < [k
D <Z> ALAS
=0
_ g Gt o)



Satz X,..., X, seien unabhdngige Zufallsvariablen mit P(X; = 1) = p; und P(X; =
0)=1—p;. Sei S=X1+---+X,, und A\ =p1 + -+ pn. Dann gilt

>

k=0

AR -
PIS =) - <2300t ®)
=1

Beweis: Es ist fiir die Berechnung der Verteilung von S egal auf welchem Wahrschein-
lichkeitsraum die Zufallsvariablen definiert sind. Also kénnen wir uns einen aussuchen,
der fiir den Beweis vorteilhaft ist.

Wir setzen ©; = {—1,0,1,2...}, Pi(0) =1 —p;, Pi(—1) = e P — (1 — p;) und P;(k) =
e Pi pf/k! flir k € N.Sei Q = Q1 x -+ xQ,und P= P, x---x P, dh. fir w =
(w1, wa, ... ,wy) € Q sei

P(w) = Pl(wl)PQ(WQ) e Pn(wn)
Wir setzen

Xi(w) 0, falls w; =0 Yi(w) k, falls w;,=k>1
i(w) = i(w) =
1, sonst, 0, sonst.

Dann haben die X; die geforderte Verteilung.

P(Xi(w) = 0) = P({wi = 0}) = Pi({w; = 0}) = 1 — p

00 k
P(X1<u}) = 1) = I:)l({wl = {*1, 1, 2, e }}) =e Pi — (1 — pz) + 26_[)4’% = Di
k=1 "
Die Y; sind unabhéngig und P()\;)-verteilt. Es ist
P(Xi =Yi) = P(0) + P(1) = 1= p; + ¢ .

Daher ist
P(X; #2Y;) =p; —e P pi=pi(1 —eP) <pi.

Nach dem vorherigen Lemma ist T = Y] + --- + Y, P(\)-verteilt. Die abzuschitzende
Summe in (8) ldsst sich nun schreiben als

Y IP(S=k) = P(T = k)
k=0

IP(S=kT=k +P(S=kT#k —P(T=kS=k) —P(T=FkS#k)

M

B
I
o

M

(P(S =k, T #k)+P(T =k,S#k))

Il
i
s o

(S #T)

2) P(Xi#Y)<2) pi.
i=0 =1

IN

)



Folgerung Ist p(n) eine Folge mit 0 < p(n) <1 und n p(n) — A, so gilt
Ak
n e_)‘—

bugion () = ()0 = pla)* = 5.

Beweis: Man setzt p; = p(n) (i = 1,...,n). Dann ist P(S = k) = by, p(n)(k), und es
gilt

23" p(n)? = 2p(n)> -1 =2 p(n) - n p(n) — 0.
=1

O

Bemerkung: Die Folgerung lisst sich wie in der Ubung gezeigt wurde auch direkt bewei-
sen.

Aus der Tabelle 2 ergibt sich ein Bild von der Giite der Approximation, wenn die p; alle
gleich p sind, und np = X =1 gilt.

k| p(k[1) | bigo, 1/100(K) | 1o, 1/10(k)
0] 0,367 0,366 0,349
11 0,367 0,369 0,387
2| 0,184 0,184 0,194
3| 0,061 0,061 0,057

Tabelle 2: Vergleich Poisson-Verteilung / Binomialverteilung
In der praktischen Anwendung verwendet man die Poisson-Verteilung als Modell iiberall

dort, wo gezdhlt wird wie viele von vielen moglichen, aber einzeln relativ unwahrschein-
lichen unabhingigen Ereignissen eintreten.
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